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关于二元割圆序列的 k-错线性复杂度 
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摘  要：应用伪随机序列的离散傅里叶变换，讨论了周期为素数 p 的 Legendre 序列、Ding-Helleseth-Lam 序列及

Hall 六次剩余序列的 k-错线性复杂度。具体地，首先确定了上述 3 种序列的 1-错线性复杂度，其次对 2k≥ ，以

及 2 模 p 的阶的一些特殊取值，讨论了相应序列的 k-错线性复杂度。 
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Abstract: In terms of the discrete Fourier transforms, the k -error linear complexities over 2F  were discussed for Legen-
dre, Ding-Helleseth-Lam, and Hall's sextic residue sequences of odd prime period p . More precisely, the 1-error linear 
complexities of these sequences were determined. Then, with some special restrictions of the order of 2 modulo p , partial 

results on their k -error linear complexities ( 2k≥ ) were proved. 
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1  引言 

设有限域 {0,1, , 1}p p= −"F ，其中 p 为奇素数。

g 为模 p 的一个本原根。若 | ( 1)r p − , 则 r 阶割圆

类定义为 

 ( ) 1{ mod ) : 0 }(  r kr j
j

pD g p k
r

+ −
= <≤  

其中, 0,1, , 1j r= −" 。易知， ( )r
jD 构成 0}\ {pF 的一

个划分，并被广泛应用于定义伪随机序列[1]。 
当 2r = 时，Legendre 序列 ( )us [2-4]定义为 

 
(2)
11, mod )

0,                       
  (

 u
u p D

s
⎧ ∈

= ⎨
⎩ 否则

  (1) 

其中， 0u≥ 。 
当 4r = 时, Ding-Helleseth-Lam 序列 ( )us [5]定义为 

 
(4) (4)
0 11,  ( mod  )

0,                         
 

          u
u p D D

s
⎧ ∈

= ⎨
⎩ 否则

∪   (2) 

其中， 0u≥ 。 
当 6r = 且 p 形如 24 27x + ， x∈ 时，Hall 六

次剩余序列 ( )us [6-7]定义为 
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其中， 0u≥ 。  
需要注意的是，在文献[6-7]中， g 的选择需满

足 (6)
13 D∈ 。 

上述几类二元序列已受到广泛的关注和研

究。研究表明，这些二元序列具有好的伪随机特

性，包括一致分布性、最优相关性、高的线性复

杂度等 [1-3,5,6,8-12]。Xiong 等[13]证明了 Legendre、
Ding-Helleseth-Lam 二元序列的 2-adic 复杂度等于

周期 p 。最近，Su 等[14]基于 Ding-Helleseth-Lam 二

元序列使用交织的方法构造了一个周期为 4 p 的具

有优的自相关值的二元序列。通常把上面这种
*
pZ ( p 为素数)上的割圆类称为经典割圆类，对应的

序列称为经典割圆序列，而把 *
nZ ( n 为合数)上的割

圆类称为广义割圆类，对应的序列称为广义割圆序

列[15-22]。 
文献[23-24]把上述类型序列 ( )us 视为 p -进制

序列并研究了其在有限域 pF 上的 k -错线性复杂度。

但是， ( )us 在 2F 上的 k -错线性复杂度还未彻底解

决。文献[1, 25]证明了任意的非常数二元序列的 k -
错线性复杂度的一个下界。 

命题 1  ([1，Theorem 3.3.1]) 对周期为 p 的任

意非常数二元序列 ( )us ，其在 2F 上的 k -错线性复杂

度 LC (( ))k us 满 足 min{ (( )), (( ))}H u H uk W s p W s< −
时，LC (( )) ord (2)k u ps ≥ 。其中， ord (2)p 表示 2 在

模 p 的阶， (( ))H uW s 表示序列 ( )us 的一个周期中所

含 1 的个数。 
本文工作主要是考虑由经典割圆类定义的序

列 ( )us 的 k -错线性复杂度。本文计算了 Legendre

序列、Ding-Helleseth-Lam 序列和 Hall 六次剩余序

列在 2F 上的 1-错线性复杂度，并限制 2 在模 p 的阶

的某些取值，给出了这些序列在 2F 上的 k -错线性复

杂度的一些结果。周期序列的离散傅里叶变换在本

文的证明中起到了关键作用。 
下面介绍线性复杂度、k -错线性复杂度和周期

序列的离散傅里叶变换等概念。 
对于 2F 上周期为T 的序列 ( )us ，其线性复杂度

（记为LC(( ))us ）定义为 ( )us 满足 2F 上的如下线性递

归关系的最小阶 L 。 
1 1 1 1 0u L L u L u us c s c s c s+ − + − += + + +"  

其中， 0 1 1 20, 0, , , Lu c c c −≠ ∈≥ " F 。记 0( )S X s= +  

2 1
1 2 1 2[ ],T

Ts X s X s X X−
−+ + + ∈F" ( )S X 为 ( )us 的

生成多项式。 
那么， ( )us 在 2F 上的线性复杂度可通过式(4)

计算。 

 ( )LC(( )) deg gcd( 1, ( ))T
us T X S X= − −   (4) 

对于整数 0k ≥ ， ( )us 在 2F 上的 k -错线性复杂

度（记为LC (( ))k us ）是指在序列的一个周期中改变

至多 k 个元素后所得这些序列在 2F 上的线性复杂

度的最小值[26]。即 
 (( ))LC (( )) min LC(( ))

H uk u W e k u us s e= +≤  (5) 

其中，( )ue 为周期为T 的错误序列， (( ))H uW e 为 ( )ue

的一个周期中所含 1 的个数。k -错线性复杂度也被

称为球体复杂度[27]，本文不做详细描述。易知，

0LC (( )) LC(( ))u us s= ，且 

 0 1LC (( )) LC (( )) LC (( )) 0u u l uT s s s =≥ ≥ ≥ ≥"  

其中， (( ))H ul W s= 。 

线性复杂度和 k -错线性复杂度是序列的重要密

码学性质，它们刻画的是序列的可预测性，从而衡

量该序列是否适用于密码学领域。从密码学应用角

度考虑，一个序列的线性复杂度应尽可能大，并且

序列在改变若干项后其线性复杂度不应明显降低。 
对于奇数 T ，序列 ( )us 的离散傅里叶变换

0 1 1( , , , )Tρ ρ ρ −" 和序列 ( )us 的线性复杂度具有紧密

的联系。记 ord (2)Tm = 表示 2 在模T 的乘法阶。对

于T 阶本原单位根
2mβ ∈F ，离散傅里叶变换（DFT，

discrete Fourier transform）[28-29]定义为 

 
2

0

0,m
iu

i u
u T

s i Tρ β −

<

= ∈ <∑
≤

≤F  (6) 

Blahut 定理[30]给出了序列 ( )us 的线性复杂度及

其与 DFT 之间的关系，如式(7)所示。 
 LC(( )) #{ : 0,0 }u is i i Tρ= ≠ <≤  (7) 

其中， #{}⋅ 表示集合{}⋅ 中的元素个数。 
多项式

2
0

( ) [ ]m
i

i
i T

G X X xρ
<

= ∈∑
≤

F 在编码理论中

被称为 Mattson-Solomon 多项式[31]。由 DFT 的逆

变换，有 

 
0

( ),0iu u
u i

i T

s G u Tρ β β
<

= = <∑
≤

≤  (8) 

对于给定的 β ， ( )G X 在模 1Tx − 下是唯一确

定的， ( )G X 也称为序列 ( )us 对应于 β 的 defining

多项式[34]。 
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2  离散傅里叶变换 

Alecu 和 Sǎlǎgean[33-34]利用离散傅里叶变换给

出了一个计算序列的 k -错线性复杂度的近似算法。

他们的方法有助于本文考虑 Legendre 序列、

Ding-Helleseth-Lam 序列和Hall六次剩余序列的 k -
错线性复杂度。本节计算了这些序列的离散傅里叶

变换。更详细的讨论见文献[32]。 
由 ( )r

lD 的定义可知 

 ( ) ( ) ( ){  ( mod ) : } r r r
l l l juD uv p v D D +∈ =  

其中， ju D∈ 。下文中 ( )rD 下标的计算都是在模 r 下

进行的，即对所有的0 l r<≤ ，有 ( ) ( )r r
l r lD D+ = 。定义 

 
( )

( )
2( ) [ ]

r
l

r u
l

u D

D X X X
∈

= ∈∑ F  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1( ) ( ( ), ( ), , ( ))r r r r

l l l l rX D X D X D X+ + −= "C  

其中， 0 l r<≤ 。本文首先给出并证明如下关于内

积计算 ( ) ( )( ) ( )r r
i jβ βC C 的引理，其中 0 ,i j r<≤ 。 

引理1  设 β 为 2F 的某一个扩域上的 p 阶本原

单位根。对任意一对整数 ,i j 满足 0 ,i j r<≤ ，有 

 ( ) ( )
11, | ( )1( ) ( ) 2

0,

r r
i j

pr i jp
r

−⎧ + −− ⎪+ = ⎨
⎪⎩ 其他

β βC C  

证明  对任意的 0 l r<≤ ，由于 ( ) ( )
0

r l r
lD g D= ，

可得 
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w w
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z
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+ +
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−

+
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−
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= =

=
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∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
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∑

令

令

β β β β

β β

β

γ γ β

γ

C C

1p−

∑

 

设 ord( )wγ 表示 wγ 的阶。由于 β 是 p 阶本原单

位根，则有 ord( ) |w pγ 。若 ord( )w pγ = ，则 

 
1 1

2
1 0

1
1 1 1

1

pp p
z z w
w w

z z w

γ
γ γ

γ

− −

= =

−
= − = − = ∈

−∑ ∑ F  

若 ord( ) 1wγ = ，则 

 
1

2
1

1 0
p

z
w

z
pγ

−

=

= − = ∈∑ F  

下面分别计算使 ord( ) 1wγ = 和 ord( )w pγ = 的元

素 ( )
0

rw D∈ 的个数。 
可以注意到 ord( ) 1wγ = 当且仅当 i jg − +  w≡  

( ) ( )
1

20 mod ,  mod
p i j

p w g p
−
+ −

≡即 。由于 ( )
0

rw D∈ ，则

( 1)| ( )
2

pr i j−
+ − 。也就是说，存在 ( )

0
rw D∈ 使

( )0 modi jg w p− + ≡ 等式成立，当且仅当
1| (

2
pr −

+ ， 

)i j− 并且w是唯一的，因此，当
1| ( )

2
pr i j−

+ − 时，

有
1 1p

r
−

− 个元素 ( )
0

rw D∈ 满足 ord( )w pγ = ，而只有

一个 ( )
0

rw D∈ 满足 ord( ) 1wγ = 。 若 1( )
2

pr i j−
+ −? ，

则对所有的 ( )
0

rw D∈ ，都有 ord( )w pγ = 。 

综上所述，可得 

 ( ) ( )

1 11, | ( )
2( ) ( )

1,

r r
i j

p pr i j
r
p

r

β β

− −⎧ − + −⎪⎪= ⎨ −⎪
⎪⎩

其他

C C  

证毕。 
下面给出 Legendre 序列、Ding-Helleseth-Lam 序

列和 Hall 六次剩余序列的 Mattson-Solomon 多项式。 
当 2r = 时，若 (2)

02 D∈ ，则 (2)
2( )iD β ∈F ；若

(2)
12 D∈ ，则 (2)

4 2( ) \iD β ∈F F ，其中 0,1i = 。 
注意到 (2)

02 D∈ （即 2 为模 p 的平方剩余）当

且 仅 当 ( )1 mod8p ≡ ± ， (2)
12 D∈ 当 且 仅 当

( )3 mod8p ≡ ± 。 
命题2  设 β 为 2F 的某一个扩域上的 p 阶本原

单位根满足：当 ( )1 mod8p ≡ ± 时， (2)
0 ( ) 0D β = ；当

( )3 mod8p ≡ ± 时， (2)
0 ( )D β ω= ，其中 4 2\ω∈F F 。

那么，式(1)定义的 Legendre 序列 ( )us 的对应于 β 的

Mattson-Solomon 多项式为 
(2)
0
(2)
1

(2) 2 (2)
0 1

2 (2) (2)
0 1

( ),                             1 mod 8)  
( ) 1,                        1 mod 8)

( )=
( ) ( ) 1, 3 mod 8) 
( ) ( ),    

 (  
 (  
 (  
 (m 8 3 od )

D X p
D X p

G X
D X D X p
D X D X p

ω ω
ω ω

⎧ ≡
⎪ + ≡ −⎪
⎨

+ + ≡⎪
⎪ + ≡ −⎩

 

需要说明的是，当 ( )1 mod 8p ≡ ± 时，选择
(2)
0 ( ) 1D β = ；当 ( )3 mod8p ≡ ± 时，选择 (2)

0 ( )D =β  
2

4∈ω F 。这样虽然得到不同形式的 ( )G x ，但是并
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不影响本文的讨论结果。 
证明  由引理 1 可得式(1)定义的 Legendre 序

列 ( )us 的 Mattson-Solomon 多项式为 
(2) (2)

1 0
(2) (2)
0 0

(2) (2) (2) (2)
1 0 0 1
(2) (2) (2) (2)
0 0 1 1

( ) ( ),      1 (mod  4)
( )

( ) ( ) 1, 3 mod 4)

( ) ( ) ( ) ( ),     1 mod 4)
( ) ( ) ( ) ( ) 1, 3 mod 4)

 (  

(  
(  

X p
G X

X p

D D X D D X p
D D X D D X p

β
β

β β
β β

⎧ ≡⎪= =⎨
+ ≡⎪⎩

⎧ + ≡⎪
⎨

+ + ≡⎪⎩

C C
C C

 

显然，在已知条件 (2)
0 ( )D β 的取值假设下，当

1 mo ) ( 4 d p ≡ 时，易知 

(2)
0
(2)
1

0,          
( ) 1,           

1 0, |       
2

 
u

u D
G u D

p p u

β

⎧
⎪ ∈
⎪

= ∈⎨
⎪ −⎪ =
⎩

 

即 ( )u
us G β= ，当 0u≥ 。对于 3 mo ( d 4)p ≡ 的情

况可类似验证。 
证毕。 
由式(7)可得如下结论。 
推论 1[3]  由式(1)定义的 Legendre 序列 ( )us 的

线性复杂度为 

 

1 , 1 mod )    
2

1, 1 mod ) LC(( ))
2

,      

 (  8

  (  8

  (         3 mod )  
1,        3 mo ) (  8d

8

u

p p

p ps

p p
p p

−⎧ ≡⎪
⎪

+⎪ ≡ −= ⎨
⎪

≡⎪
⎪ − ≡ −⎩

 

对于 4r = 的情况，由 4 | ( 1)p − ，则 p 满足

1 mo ( 8d ) p ≡ 或 3 mo ) (  8dp ≡ − 。由引理 1 可知，

由式 (2)定义的 Ding-Helleseth-Lam 序列 ( )us 的

Mattson-Solomon 多项式如下所示。 
当 1 mo ( 8d ) p ≡ 时， 

 

(4) (4) (4) (4)
0 0 1 1

(4) (4) (4) (4) (4) (4)
0 1 0 1 2 1

(4) (4) (4) (4) (4) (4)
2 3 2 3 0 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )

G X X X

D D D X D D D X

D D D X D D D X

β β

β β β β

β β β β

= + =

+ + + +

+ + +

C C C C

 

当 3 mo(  8d )p ≡ − 时， 
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0 2

(4) (4)
0 1

(4) (4) (4) (4) (4) (4)
2 3 0 3 0 1
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0 1 2 1 2 3
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D D D X D D D X

β

β

β β β β

β β β β

−
= + +

−
+ =

+ + + +

+ + +

C C

C C  

另外，注意到
3

(4)

0

( ) 1i
i

D β
=

=∑ ,易证对于0 4i <≤ 有 

 

(4) (4) 2
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1 0
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1 2
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D D
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+ + ∈⎪⎩

 

和 
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1 1 3

( )( ) ( )( )

1 ( ) ( ) 2
i i

i i

D D

D D D D

β β

β β
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+
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因此，可得 

 

(4)
2 0

(4) (4) (4)
1 4 2 2

(4) (4)
16 8 1 3

, 2

( ) ( ) / ,2

/ ,2
i i

D

D D D

D D

β β+
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⎪

+ ∈ ∈⎨
⎪ ∈ ∪⎩

F
F F
F F

 

其中， 0 4i≤ ≤ 。 

注意到，若 1 mo( 8d ) p ≡ ，则 (4) (4)
0 22 D D∈ ∪ （即

2 是模 p 的平方剩余），有 (4) (4)
0 2 2( ) ( )D Dβ β+ ∈F 。

综上所述，可得命题 3。 
命题3  设 β 为 2F 的某一个扩域上的 p 阶本原

单位根。 
1) 若 1 mo( 8d )p ≡ ，令 (4) (4)

0 2( ) ( ) 0D Dβ β+ = ，

则由式(2)定义的 Ding-Helleseth-Lam 序列 ( )us 对应

于 β 的 Mattson-Solomon 多项式 ( )G x 如下。 
若 (4)

02 D∈ 且 (4) (4)
0 1( ) ( ) 0D Dβ β+ = ，则 

 (4) (4)
2 3( ) ( ) ( )G X D X D X= +  

若 (4)
22 D∈ 且 (4) (4)

0 1 4 2( \) ( )D Dβ β ω+ = ∈F F ，则 

 
(4) (4)
0 1

(4) (4)
2 3

( ) ( ) ( ), ( ) ( )

(1 ) ( )  (1 ) ( ) 
kG X G X G X D X D X

D X D X

ω ω

ω ω

= + = + +

+ + + 。

�
 

2) 若 3 mo )(  8dp ≡ − , 令 (4)
0 ( )D β + (4)

1 ( )D β =  

16θ ∈F 且 4 1θ θ= + ， 则 由 式 (2) 定 义 的

Ding-Helleseth-Lam 序 列 ( )us 对 应 于 β 的

Mattson-Solomon 多项式 ( )G x 如下。 
若 (4)

12 D∈ ，则 

 
(4) 2 (4)
0 1

(4) 2 (4)
2 3

( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

( ) ( ),

G X D X D X

D X D X

θ θ

θ θ

= + + + +

+
 

若 (4)
32 D∈ ，则 

 
(4) 2 (4)
0 1

(4) 2 (4)
2 3

( ) (1 ) ( ) ( )

( ) (1 ) ( ) 

G X D X D X

D X D X

θ θ

θ θ

= + + +

+ +
 

在命题 3 中，当 1 mo ( 8d ) p ≡ 时，若选择
(4) (4)
0 2( ) ( )D Dβ β+ 和 (4) (4)

0 1( ) ( )D Dβ β+ 的其他取值，

虽然得到不同形式的 ( )G x ，但是并不影响讨论结果。 
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推论 2[5]  由式(2)定义的 Ding-Helleseth-Lam
序列 ( )us 的线性复杂度为 

 
(4)
0

1 , 2
LC(( )) 2

1,

 

  
u

p D
s

p

−⎧ ∈⎪= ⎨
⎪ −⎩ 其他

 

对于 Hall 六次剩余序列，由于 24 27p x= + ，

则有 1 mo ) (  8dp ≡ − 或 3 mo( 8d ) p ≡ 。 
此外，若 1 mo ) (  8dp ≡ − ，那么由[6, Lemma 2]，

可 知 (6) (6)
0 3( ) ( )D Dβ β+ 、 (6) (6)

1 4( ) ( )D Dβ β+ 和
(6) (6)
2 5( ) ( )D Dβ β+ 中有一个值为 1，其他 2 个值为 0，

其中 β 是 2F 的某一个扩域的 p 阶本原单位根。由[6, 
Theorem 1] ， 存 在 β 使 得 (6) (6)

0 1( ) ( )D Dβ β+ +  
(6)
3 ( ) 1D β = ，对同一个 β ，由[6, Theorem 1]的证明

可得式(9)。 
 (6) (6) (6)

1 2 5( ) ( ) ( ) 1D D Dβ β β= = = ，且 

 (6) (6) (6)
0 3 4( ) ( ) ( ) 0D D Dβ β β= = =   (9) 

若 3 mo ( 8d ) p ≡ ，类似地，由[6, Lemma 1]，
可 知 (6) (6)

0 3( ) ( )D Dβ β+ 、 (6) (6)
1 4( ) ( )D Dβ β+ 和

(6) (6)
2 5( ) ( )D Dβ β+ 中有一个值为 1，而其他 2 个值为

0。事实上，此时 (6)
32 D∈ ，则有 (6) (6) 2

3( ( ) ( ))i iD Dβ β++ =  
(6) (6)

3( ) ( )i iD Dβ β++ ，其中 0,1, 2i = 。注意到 

 
5

(6)

0
( ) 1i

i
D β

=

=∑  

若 (6) (6)
0 3( ) ( )D Dβ β+ (6) (6)

1 4( ) ( )D Dβ β= + (6)
2 ( )D β= +  

(6)
5 ( ) 1D β = ，则导出矛盾。因此，设 (6) (6)

1 4( ) ( )D Dβ β+  
1= ，且 (6) (6) (6)

0 3 2( ) ( ) ( )D D Dβ β β+ = (6)
5 ( ) 0D β+ = 。注

意 到 ， (6) (6) (6)
0 2 3( ), ( ),D D Dβ β (6)

5 2( ), ( )Dβ β ∈F 且
(6) (6)
1 4 4 2( ), ( \)D Dβ β ∈F F 。与[6, Theorem 1]的证明类

似，有 

 

(6)
1 4 2
(6)
4
(6) (6)
0 3
(6) (6)
2 5

\( )
( ) 1          
( ) ( ) 1
( ) ( ) 0

D
D
D D
D D

β ω
β ω
β β
β β

⎧ = ∈
⎪ = +⎪
⎨

= =⎪
⎪ = =⎩

F F

    (10) 

则由引理 1，可得命题 4。 
命题 4  设 β 是 2F 的某个扩域上的 p 阶本原

单位根，且当 1 mo ) (  8dp ≡ − 时， β 满足式(9)；
而当 3 mo ( 8d ) p ≡ 时， β 满足式(10)，则由式(3)
定义的 Hall六次剩余序列 ( )us 对应于 β 的Mattson- 

Solomon 多项式如下所示。 
若 1 mo ) (  8dp ≡ − ，则 (6)

3( ) 1 ( ),G X D X= +  

若 3 mo( 8d )p ≡ ，则 

 
(6) (6)
0 1

(6) (6) (6) (6)
2 3 4 5

( ) 1 (1 ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

G X D X D X

D X D X D X D X

ω

ω

= + + + +

+ + +
 

推论 3[6]  由式(3)定义的 Hall 六次剩余序列

( )us 的线性复杂度为 

 
11 , 1 mod )

(( )) 6
,                 

   (  8

  3  ( ) 8mod  
u

p p
LC s

p p

−⎧ + ≡ −⎪= ⎨
⎪ ≡⎩

 

3  k-错线性复杂度 

由式(5)可知，周期为 p 的二元序列 ( )us 的 k -
错线性复杂度是指在改变序列 ( )us 的第一个周期中

至多 k 项后（随后的其他周期中做相同改变），可得

序列 ( )us� 的最小线性复杂度，即 

 m (  2od ), 0,u u us s e u= + ≥�  

其中， ( )ue 为一个错误序列满足 (( ))H uW e k≤ 。受

到文献[33-34]的启发，下面给出使用 ( )ue 的离散傅

里叶变换求序列的 k -错线性复杂度的方法。 
设 ( )G x 、 ( )kG X 和 ( )G X� 分别是 ( )us 、 ( )ue 和

( )us� 的 Mattson-Solomon 多项式。记 

 0

0

( )

( )

i
i

i p

i
k i

i p

G X X

G X X

ρ

η
<

<

=

=

∑

∑
≤

≤

 
0

( ) i
i

i p
G X Xξ

<

= ∑
≤

�  

由式(8)知 ( ) ( ) ( ),kG X G X G X= +� 则有 

 ,0i i i i pξ ρ η= + <≤   (11) 

由 式 (7) 可 知 ， 序 列 ( )us� 的 线 性 复 杂 度

LC(( )) #{ : 0,0 }u is i i pξ= ≠ <≤� 。只要知道 iρ ，则可

计算得到 iη ，并由式(11)确定式(12)是否成立 

#{ : 0,0 } #{ : 0,0 }i ii i p i i pξ ρ≠ < < ≠ <≤ ≤  (12) 

由此证明，序列 ( )us 在改变若干项之后其线性

复杂度降低了。 
3.1  1-错线性复杂度 

命题 5  由式(1)定义的 Legendre 序列( )us 在 2F
上的 1-错线性复杂度如下 

 1

  (  1, 1 mod 8)
LC (( )) 2

1, 3 mod 8)  (  
u

p p
s

p p

−⎧ ≡ ±⎪= ⎨
⎪ − ≡ ±⎩

 

证明  不妨设错误序列 ( )ue 的第一个周期中对

某个 00 u p<≤ 满足
0

1ue = ，而对其他 0≤ u ≠  
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0u p< 满足 0ue = 。 ( )ue 的离散傅里叶变换为

0 ,0iu
i i pη β= <≤ 。特别地，若 0 0u = ，则对所有

的 0 i p<≤ 有 1iη = ；否则， 0 1=η 且对所有的

1 i p<≤ 有 iη 的阶为 p 。 
下面考虑 1 mo ) (  d 8p ≡ − 的情况。由命题 2 和

式(11)，可得 

 

0

0

(2)
0
(2)
1

,     
1 ,
0,        

  
  

  0     

iu

iu
i i i

i D
i D
i

β
ξ ρ η β

⎧ ∈
⎪= + = + ∈⎨
⎪ =⎩

 

若 0 0u ≠ ，则对所有的1 i p<≤ 有 0iξ ≠ ，且修

改 后 的 序 列 ( )us� 的 线 性 复 杂 度 满 足

(( )) 1 (( ))u uLC s p LC s= − >� 。而当 0 0u = 时，有 

 1 1LC(( )) (( ))
2 2u u

p ps LC s− +
= < =�  

这说明若改变序列 ( )us 的第一项 0s 的值后，其

线性复杂度从
1

2
p +

降低为
1

2
p −

。这就证明了第一

种情况，而对于其他 3 种情况的证明方法类似。 
证毕。 
用命题 5 的证明方法，可以得到下面 2 个结论。 
命题 6  由式(2)定义的 Ding-Helleseth-Lam 序

列 ( )us 在 2F 上的 1-错线性复杂度为 

 
(4)
0

1

1, 2
LC (( )) 2

1,   

 

    
u

p D
s

p

−⎧ ∈⎪= ⎨
⎪ −⎩ 其他

 

命题 7  由式(3)定义的 Hall 六次剩余序列 ( )us
在 2F 上的 1-错线性复杂度为 

 1

11 , 1 mod 8)
6LC (( ))

1,     3 mod  8)
3

  (  

  (
u

p p
s

p p

−⎧ + ≡ −⎪⎪= ⎨ −⎪ ≡
⎪⎩

 

3.2  k-错线性复杂度: 几个特殊情况 
对于 2k≥ 的情况，要确定 Legendre 序列、

Ding-Helleseth-Lam 序列和 Hall 六次剩余序列的 k -
错线性复杂度是不容易的。但是，在一些特定的条

件下可以得到部分结果。通过错误序列 ( )ue 的离散

傅里叶变换 0 1 1,( , , )pη η η −" 的适当取值，并通过式(11)

使得式(13)成立。 

  #{ : 0,0 } #{ : 0,0 }i ii i p i i pξ ρ≠ < < ≠ <≤ ≤  (13) 

也就是说，改变序列 ( )us 的 (( ))H uW e 项可使其

线性复杂度降低。然后，从 0 1 1,( , , )p−η η η" 中计算得

到 ( )ue ，从而得到 (( ))H uW e ，即 k 的值。 

假设
1ord (2)p

p
d
−

= ，并定义 

 0
12 {2 mod ) : 0 ( } j pT j

d
p −

= 〈 〉 = <≤  

0 { 2 mod ):0 ord (2)}(  i i j
i pT g T jpg= = <≤ ，1 i d<≤

其中 g 为第 1 节中定义的模 p 的本原元。令 

 2( ) [ ]
i

u
i

u T
T X X X

∈

= ∈∑ F  

设 iA 表示集合 iT 中的最小元素值（也称为陪

集首元），其中 0 i d<≤ 。对于一个二元序列的

离散傅里叶变换为 0 1 1,( , , )pφ φ φ −" ，有 0 2φ ∈F ，并

定 义 0 1 1,( , , )pφ φ φ −" 的 DFT-leader-vector 为

0 1 10[ ; , , , ]
d

φ φ φ φ
−A A A" 。 

由上述 0T 的定义易知，DFT-leader-vector 是由

0 1 1,( , , )p−φ φ φ" 唯一确定的，反之亦然。具体地，若

1

2
pi
d

aφ −= ∈A F ，则 2
2 mod )(  

j

j
i p

aφ =
A

，其中 0 i d<≤ 。 

若
1ord (2)

2p
p −

= 或
4

1p −
， 下 面 先 证 明

Legendre 序列的 k -错线性复杂度的部分结果。若

ord (2) 1p p= − ，由推论 1、命题 1 和命题 5 可得如

下结论。 
当 3 mo(  8d )p ≡ − 时， 

 

11, 0
2LC (( ))

10,        
2

k u

pp k
s

pk

−⎧ − <⎪⎪= ⎨ −⎪
⎪⎩

≤

≥

 

当 3 mo( 8d )p ≡ 时， 

 

 

 

, 0           
1LC (( )) 1, 1

2
10,      

2
 

k u

p k
ps p k

pk

⎧
⎪ =
⎪ −⎪= − <⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

≥

≤  

命题 8  设 1ord (2)
2p

p −
= ，则由式(1)定义的

Legendre 序列在 2F 上的 k -错线性复杂度如下。 
当 1 m )( 8odp ≡ 时， 
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1 1, 0
2 2LC (( ))

10,    

 

              
2

k u

p pk
s

pk

− −⎧ <⎪⎪= ⎨ −⎪
⎪⎩

≤

≥

  

当 1 mo ) (  8dp ≡ − 时， 

 

1, 0            
2

1 1LC (( )) , 1
2

 

 

 

2
10,      

2

k u

p k

p ps k

pk

+⎧ =⎪
⎪

− −⎪= <⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

≤

≥

 

证明  由于
1ord (2)

2p
p −

= ， 2 是模 p 的平方

剩余，因此， 1 m )( 8od p ≡ 或 1 mo ) (  8dp ≡ − 。那

么，由推论 1、命题 1 和命题 5 即得所要结果。 

命题 9  设 1ord (2)
4p

p −
= ，则由式(1)定义的

Legendre 序列在 2F 上的 k -错线性复杂度如下 

 

1, 0 1             
2

1 1 1LC (( )) ,
4 4 2

10,            

 

 

 
2

 

k u

p k

p p ps k

pk

−⎧
⎪
⎪

− − −⎪= <⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

≤ ≤

≤

≥

 

或 

 

LC (( ))
1,                  0 1                  

2
1 1 1 11 , 1

4 4 4 2
10,                                          

2

  

k us
p k

p p p pk

pk

=

−⎧
⎪
⎪

− − − −⎪ + + <⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

≤ ≤

或 ≤

≥

     

证明  由 1ord (2)
4p

p−
= , (2)

02 D∈ ，则 1 m )( 8odp ≡ 。

另 外 ， 根 据 上 述 定 义 的 iT ， 有 (2)
0 0 2D T T= ∪ , 

(2)
1 1 3D T T= ∪ 和 2( )iT β ∈F ，其中 0 4i <≤ 。由命题

2 中假设的 (2)
0 ( ) 0D β = ，有 0 2( ) ( ) 1T Tβ β= = 或

0 2( ) ( ) 0T Tβ β= = 。 
再由命题 2，序列 ( )us 的离散傅里叶变换

0 1 1,( , , )p−ρ ρ ρ" 的 DFT-leader-vector 是[0;1,0,1,0]。

为了使 ( )us 的 k -错线性复杂度降低，即使序列 ( )us�
的离散傅里叶变换 0 1 1,( , , )pξ ξ ξ −" 满足 

#{ : 0,0 } #{ : 0,0 }i ii i p i i pξ ρ≠ < < ≠ <≤ ≤  

由式(11)可知，错误序列 ( )ue 的离散傅里叶变换

0 1 1( , , , )p−η η η" 的DFT-leader-vector有以下几种情况。 

 0 0 0[ ;1,0, ,0],[ ; ,0,1,0],[ ;1, ,1,0],a b cη η η 0[ ;1,0,1, ]dη  

其中 0 2η ∈F ， ( 1)/42
, \ {1}pa b −∈F  和 ( 1)/42

, \ {0}pc d −∈F 。 

取序列 ( )ue 的离散傅里叶变换 0 1 1,( , , )pη η η −"

的 DFT-leader-vector 为 0[ ;1,1,1,0]η ，序列 ( )us 的线

性复杂度从
1

2
p −

降低为 0
1

4
pη −

+ ，则可通过如下

计算得到 ( )ue 。 

 

0 0 1 2
0

(2)
0 0 1

(2)
0 0 1 0

(2)
0 1 2 1

(2)
0 0 3 2

(2)
0 1 0 3

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ),        
( ) ( ),        
( ) ( ),        
( ) ( ),        

1 1, 0
2 4

ui u u u
u i

i p

u u

e T T T

D T

D T u T
D T u T
D T u T
D T u T

p p u

η β η β β β

η β β

η β β
η β β
η β β
η β β

η

<

= = + + + =

+ + =

⎧ + + ∈
⎪ + + ∈⎪
⎪⎪ + + ∈
⎨

+ + ∈⎪
⎪ − −

+ + =
⎩

∑
≤

0 1 0

0 2 1

0 3 2

0 0 3

0

( ),     
1 ( ),

( ),     
1 ( ),

,                  0

T u T
T u T

T u T
T u T

u

η β
η β
η β
η β
η

=

⎪
⎪

+ ∈⎧
⎪ + + ∈⎪⎪ + ∈⎨
⎪ + + ∈⎪

=⎪⎩

 

若命题 2 中选择的 β 满足 0 2( ) ( ) 1T Tβ β= = ，则

设 0 0η = 。由于 (2)
1 1 3( ) 1 ( ) ( )D T Tβ β β= = + ，则有

1(( ))
4H u

pW e −
= ，因此 1( ) 0T β = 且 3 ( ) 1T β = ，或

1( ) 1T β = 且 3 ( ) 0T β = 。可得 

 1
4

1LC (( )) ,
4p u

ps−

−
≤  

由此完成了第一种情况的证明。 
若命题 2 中选择的 β 满足 0 2( ) ( ) 0T Tβ β= = ，选

择 0 1η = ，则可计算得到满足
1(( )) 1

4H u
pW e −

= + 的

错误序列 ( )ue ，进而有 11
4

1LC (( )) 1
4p u

ps−
+

−
+≤ 。由

命题 1 可完成第二种情况的证明。 
证毕。 
下面考虑由式(2)定义的 Ding-Helleseth-Lam 序

列 ( )us 。若 ord (2) 1p p= − ，则有 (4) (4)
1 32 D D∈ ∪ 。由

推论 2、命题 1 和命题 3 可得 
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11, 0
2

 

 
LC (( ))

10,       
2

k u

pp k
s

pk

−⎧ − <⎪⎪= ⎨ −⎪
⎪⎩

≤

≥

 

命题 10  设 1ord (2)
2p

p−
= ，由式(2)定义的Ding- 

Helleseth-Lam 序列 ( )us 在 2F 上的 k -错线性复杂

度为 

 

1, 0 1             
1 1 1LC (( )) ,

2 4 2
10,           

 

 
2

 

 

k u

p k
p p ps k

pk

⎧
⎪ −
⎪ − − −⎪= <⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

≤ ≤

≤

≥

 

或 

 

LC (( ))

1,                   0 1                 
1 1 1 11 , 1

2 2 4 2
10,                                       

2

k us

p k
p p p pk

pk

=

⎧
⎪ −
⎪ − − − −⎪ + + <⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

≤ ≤

或 ≤

≥

 

证明  由命题 3 可知，( )us 的离散傅里叶变换为 

 

(4)
0
(4)
1
(4)
2
(4)
3

 
 
 
 
 

,     
,     

1 ,
1 ,
0,     0   

i

i D
i D
i D
i D
i

ω
ω

ρ ω
ω

⎧ ∈
⎪ ∈⎪⎪= + ∈⎨
⎪ + ∈⎪
⎪ =⎩

 

取 ( )ue 的离散傅里叶变换 0 1 1,( , , )pη η η −" 为 

 

(4)
0
(4)
1
(4)
2
(4)
3

,
0,

1 ,
0,

, 0

 
 
 
 
     

i

i D
i D
i D
i D
i

ω

η ω

δ

⎧ ∈
⎪ ∈⎪⎪= + ∈⎨
⎪ ∈⎪
⎪ =⎩

 

其中， 2δ ∈F 。通过如下方式计算得到 ( )ue 。 
(4) (4)
0 2

0

( ) (1 ) ( )ui u u
u i

i p

e D Dη β δ ω β ω β
<

= = + + + =∑
≤

(4) (4) (4)
0 2 0
(4) (4) (4)
1 3 1
(4) (4) (4)
2 0 2
(4) (4) (4)
3 1 3

( ) (1 ) ( ),
( ) (1 ) ( ),
( ) (1 ) ( )

 
 
 
 

 

,
( ) (1 ) ( ),

1 1(1 ) , 0    
4 4

D D u D
D D u D
D D u D
D D u D

p p u

ω β ω β
ω β ω β
ω β ω βδ
ω β ω β

ω ω

⎧ + + ∈
⎪ + + ∈⎪
⎪⎪ + + ∈+ ⎨

+ + ∈⎪
⎪ − −⎪ + + =
⎪⎩

 

由于
1ord (2)

2p
p−

= ，则 1 m 8 odp ≡ 且 (4)
22 D∈ 。

由命题 3 的假设，则有式(14)或式(15)成立。 

 (4) (4) (4)
0 2 1 4 2( ) ( ) 0, ( ) \D D Dβ β β ω= = = ∈F F ， 

 (4)
3 ( ) 1D = +β ω   (14) 

 (4) (4) (4)
0 2 1( ) ( ) 1, ( ) 1D D Dβ β β ω= = = + ， 

 (4)
3 ( )D β ω=  (15) 

若命题 3 中选择的β 满足式(14)，则选择 0δ = ，

使
1(( ))

4H u
pW e −

= ，则有 1
2

1LC (( ))
2p u

ps−

−
≤ 。再由

命题 1 即可完成第一种情况的证明。 
若命题 3 中选择的 β 满足式(13)，则选择 0 1η =

和 0δ = ，使
1(( )) 1

4H u
pW e −

= + ，则有 11
2

LC (( ))p us−
+

≤ 

11
2

p −
+ 。再由命题 1 即可完成第二种情况的证明。

证毕。 

命题 11  设 1ord (2)
4p

p −
= ，则由式(2)定义的

Ding-Helleseth-Lam 序列 ( )us 在 2F 上的 k -错线性复

杂度为 
1, 0 1            

2
1 1 1LC (( )) ,

4 4 2
10,            

 

 

 
2

k u

p k

p p ps k

pk

−⎧
⎪
⎪

− − −⎪= <⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

≤ ≤

≤

≥

 

或 
1,                  0 1                 

2
1 1 1 1LC (( )) 1 , 1

4 4 4 2
10,                                        

2

k u

p k

p p p ps k

pk

−⎧
⎪
⎪

− − − −⎪= + + <⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

≤ ≤

或 ≤

≥

 

证明   由于
1ord (2)

4p
p −

= ，则有 (4)
02 D∈ 且

(4)
i iT D= ，其中 0 4i <≤ 。容易验证每个 2( )iT β ∈F 且

在命题 3 的假设下，若 (4) (4)
0 1( ) ( ) 0D Dβ β+ = ，则

式(16)或式(17)成立。 

 

0, 0
0, 1

( )
0, 2
1

 

,
 
 3

 
i

i
i

T
i
i

β

=⎧
⎪ =⎪= ⎨ =⎪
⎪ =⎩

   (16) 
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1, 0
1, 1

( )
1, 2
0

 

,
 
 3

 
i

i
i

T
i
i

β

=⎧
⎪ =⎪= ⎨ =⎪
⎪ =⎩

  (17) 

再由命题 3 可知， ( )us 的 DFT-leader-vector 为
[0;0,0,1,1]。仿照命题 9 的证明，通过式(16)选择错

误序列 ( )ue 的离散傅里叶变换 0 1 1,( , , )pη η η −" 的

DFT-leader-vector 为[0;0,0,1,0]，或通过式(17)则选

为 [1;0,0,1,0]。 通过类似的计算，即得所要证明的

结果。 
证毕。 
最后，考虑由式(3)定义的 Hall 六次剩余序列

( )us 的 k -错线性复杂度。由[6, Lemma 1]知，当

1 mo ) (  8dp ≡ − 时， (6)
02 D∈ ；当 3 m )( 8odp ≡ 时，

(6)
32 D∈ 。 因 此 ， 当 1 mo(  8d )p ≡ − 时 ，

1ord (2)
6p

p −
≤ ；当 3 m )( 8od p ≡ 时， ord (2)p ≤  

1
3

p −
。下面分析 ord (2)p 取最大的情况。 

命题 12  由式(3)定义的 Hall 六次剩余序列 ( )us
在 2F 上的 k -错线性复杂度如下。 

若 1 mo ) (  8dp ≡ − 且
1ord (2)

6p
p −

= ，则有 

 

 

 

11 , 0 1                  
6
1 1 1LC (( )) , 1

6 3 2
10,                

2

k u

p k

p p ps k

pk

−⎧ +⎪
⎪

− − −⎪= + <⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

≤ ≤

≤

≥

 

若 3 m )( 8od p ≡ 且
1ord (2)

3p
p −

= ，则有 

 

1, 0           
1 1LC (( )) , 1

3 2
10,

 

 

     
2

 

k u

p k
p ps k

pk

⎧
⎪ − =
⎪ − −⎪= <⎨
⎪

−⎪
⎪⎩

≤

≥

 

证明  当 1 mo ) (  8dp ≡ − 时，由命题 4 可知，

( )us 的离散傅里叶变换 0 1 1,( , , )pρ ρ ρ −" 的 DFT- 

leader-vector为[1;0,0,0,1,0,0]。选择错误序列 ( )ue 的

离散傅里叶变换 0 1 1,( , , )pη η η −" 的 DFT- leader- 

vector 为[1;0,0,1,1,0,0]，则可计算得出 eu。 

 

(6) (6) (6) (6)
0 1 3 5
(6) (6)
2 4

0,
1,                       
1, 0                      

 
 

                
u

u D D D D
e u D D

u

⎧ ∈
⎪= ∈⎨
⎪ =⎩

∪ ∪ ∪
∪  

因此，可以找到一个错误序列 ( )ue 满足

1(( )) 1
3H u

pW e −
= + 使得序列 ( )us 的线性复杂度从

11
6

p −
+ 降低为

1
6

p −
。从而完成了第一种情况的证

明。而对于第二种情况，则由命题 4 和命题 1 即得。 
证毕。 

4  结束语 

本 文 分 别 利 用 Legendre 序 列 、

Ding-Helleseth-Lam 序列和 Hall 六次剩余序列的离

散傅里叶变换确定这些序列的 1-错线性复杂度，并

在特定条件
1ord (2)p

p
d
−

= 下得到这些序列的k -错线

性复杂度的部分结果，其中 1k > 且d 为小的正整数。 
认为考虑一般的 ord (2)p 和适当大的 k 的情况

是一个具有挑战性的工作。若错误序列 ( )ue 的

DFT-leader-vector 为
0 1 10[ ; , , , ]

d
a a a a

−A A A" 满足 0 2a ∈F

且对其他 0 i d<≤ 有 ( 1)/2 p di
a −∈A F ，那么 ( )ue 可通过

如式(18)所示的迹函数的和计算得到。 

 
0 1

1 2

1

1

0 Tr( ) Tr( )  

     Tr( ),0d

d

u u
u

u

e a a a

a u p−

−

= + + + +

<≤

β β

β

A A
A A

A
A

"
 

(18)
 

其中，迹函数Tr( )⋅ 是从 1

2
p
d
−F 到 2F 的映射。而计算该

和式的最小重量 (( ))H uW e （即最小的 k ）似乎是困

难的，需要用到更多的知识。需要指出的是，迹函

数在编码理论中具有广泛的应用，而文献[35]的思

想可能有助于解决这个问题。 
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